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内積と内積空間を定義し、内積空間の具体例をいくつか扱った。次に内積空間の直交系の線形独立性を示し、正規直交
系の性質を調べた。最後に、正射影定理を示すために二つの補題を証明した。

1 内積と内積空間

1.1 内積と内積空間の定義
定義 1.1 (内積). V を R 上の線形空間とするとき、〈 , 〉 : V × V 3 (u, v) → 〈u, v〉 ∈ R が、内積であるとは、次の条件を満たす
ことである。

S1:対称性 〈u, v〉 = 〈v, u〉 ∀u, v ∈ V

S2:双線形性 ∀u, ∀v, ∀w ∈ V, α, β ∈ R について、
1:左線形性 〈αu + βv, w〉 = α 〈u, w〉+ β 〈u, w〉
2:右線形性 〈u, αv + βw〉 = α 〈u, v〉+ β 〈u, w〉

S3:正定値性 〈u, u〉 ≥ 0 (∀u ∈ V ) で、〈u, u〉 = 0 ⇔ u = 0V

線形空間 V に内積 〈 , 〉 が与えられているとき、(V, 〈 , 〉) を内積空間という。

例題 1.1. ｎ次元数ベクトル空間 Rn の元 x =t (ξ1, ξ2, · · · , ξn), y =t (η1, η2, · · · , ηn) に対し、標準内積

〈x, y〉0 =
nX

j=1

ξjηj

を与えると、数ベクトル空間 Rn は、classical な Euclid 空間になる。

例題 1.2. 区間 I = [α, β] を定義域とする実数値連続関数全体の作る R 上の代数 C(I) の元 f, g ∈ C(I) に対して、内積

〈f, g〉 =

Z β

α
f(ξ)g(ξ)dξ

を与える。(C(I), 〈 , 〉) は pre−Hilbert 空間になる。

例題 1.3. n 次以下の実係数多項式全体の作る線型空間 Pn(R) 上に、次の３つの内積を与えることができる。

1. f(x) =
nX

ν=0

f (ν)(0)

ν!
xν , g(x) =

nX

ν=0

g(ν)(0)

ν!
xν ∈ Pn(R) に対して、次の内積を入れる。

〈f, g〉 =
nX

ν=0

f (ν)(0)

ν!

g(ν)(0)

ν!

2. 相異なる実数 x0, x1, · · · , xn を固定するとき、f, g ∈ P(R) に対して、次の内積を入れる。

〈f, g〉 =

nX

ν=0

f(xν)g(xν)

3. f, g ∈ P(R) を閉区間 [α, β] 上の連続関数として見るとき、

〈f, g〉 =

Z β

α
f(ξ)g(ξ)dξ
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1.1.1 ノルムの概念

内積空間 (V, 〈 , 〉) で定義される実数値関数
‖v‖ =

p
〈v, v〉

をノルムという。このノルムから自然な距離が生まれる。

d‖·‖(u, v) = ‖u− v‖
d‖·‖ をノルム ‖·‖ から導かれる距離という。

B̄1(0) = {v ∈ V | ‖v‖ ≤ 1}
を内積 〈 , 〉 で定まるノルム単位球という。

1.2 直交性
定義 1.2 (直交補空間). A を内積空間 (V, 〈 , 〉) の空でない部分集合とするとき、

A⊥ = {v ∈ V | 〈v, a〉 = 0, ∀a ∈ V }
を A の直交補空間という。

練習問題 1.1.

1. A⊥ は V の線形部分空間である。

2. A ⊂ B ⇒ B⊥ ⊂ A⊥

命題 1.1. (V, 〈 , 〉) を有限次元の内積空間とする。
1. A = {a1, a2, · · · , ar} ⊂ V とするとき、

{a1, a2, · · · , ar}⊥ = (Span(A))⊥ =
r\

j=1

(aj)
⊥

2. W が V の線形部分空間のとき、
W⊥⊥ = W

3. A を空でない集合とするとき、
A⊥⊥ = Span(A)

1.2.1 直交系・正規直交系・正規直交基底

定義 1.3 (直交系). 内積空間 (V, 〈 , 〉) の部分集合 D ⊂ V が直交系であるとは、任意の u, v ∈ D (u 6= v) に対して、〈u, v〉 = 0
が成立することである。特に、D が唯一の元からなるとき、D は自明な直交系という。D が直交系で、全ての u ∈ D に対して、
‖u‖ = 1 という条件を満たすとき、D を正規直交系という。

練習問題 1.2.

1. D が直交系のとき、D は線形独立である。

2. D が有限正規直交系 D := {f1, f2, · · · , fr} であるとき、
(a) ∀v ∈ Span(D) について

v =
rX

j=1

〈v, fj〉 fj

という型に、ただ一通りに表示できる。

(b)

‖v‖2 =

rX

j=1

| 〈v, fj〉 |2
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